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Abstract: The subject of this paper is the application of hypercomplex algebras (in particular quaternions and
octonions) in the analysis of time-invariant linear systems. We present the Cayley-Dickson construction of
hypercomplex algebras and its important properties. Moreover, we formulate the concept of quaternion and octonion
Fourier transform and their properties important from the signal processing point of view. We present an overview of
known quaternion Fourier transform applications in the analysis of systems and partial differential equations of two
variables. We also point out the direction of further work in the subject of application of the octonion Fourier transform
in system analysis and analysis of partial differential equations of three variables. Such considerations are possible
thanks to recently proved properties of octonion Fourier transform, which are also stated in this paper.
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Wprowadzenie

Jedna z waznych dziedzin przetwarzania sygnatéw jest
tzw. analiza systemow, w szczego6lno$ci stacjonarnych
systemow liniowych. Na przestrzeni lat powstalo wiele
narzedzi ulatwiajacych (a czasem wrecz umozliwiaja-
cych) badanie zachowania si¢ odpowiedzi danego
systemu na zadane pobudzenie. Wigkszo$¢ metod opiera
si¢ na transformacji Laplace’a, a takze na transformac;ji
Fouriera. Ich powstanie jest jedng z konsekwencji
wprowadzenia do jezyka matematyki pojecia liczby
zespolonej. Jednostka urojona i (taka, ze i* = —1) stata sie
wszechobecna w dzisiejszej nauce i technice, przyczy-
niajac si¢ takze do rozwoju analizy systemow.

Rozwdj matematyki sprawil jednak, ze pojecia liczby
zespolonej doczekalo si¢ uogolnien. Poczatkowo
rozszerzono to pojecie do algebry kwaternionow, tzn.
liczb hiperzespolonych zawierajacych az trzy jednostki
urojone charakteryzujace si¢ wlasno$ciami

iP=j7 =K =ijk=-1, (1)

jednak to nie byt koniec [6]. Dalsze prace doprowadzity
do powstania algebr liczb hiperzespolonych wyzszych
rzedow, ktorym poswigcona jest czgs¢ druga tego
artykutu. Zbadanie wilasnosci tych algebr pozwolilo na
rozwdj wielu narzedzi matematycznych, w tym narzedzi
analizy sygnatéw takich jak przeksztalcenie Fouriera.
Czgé¢ trzecia poswigcona jest uogoélnieniu pojecia
transformaty Fouriera na omoéwione wczesniej algebry
hiperzespolone, w szczeg6lnosci na algebre kwaternion-

néw i oktonionéw [8]. W dalszej czgsci opisane sg wlas-
no$ci transformaty kwaternionowej oraz jej zastoso-
wanie w analizie systemoéw i pewnych rownan réznicz-
kowych czastkowych [4].

Najwazniejszym celem, jaki przyswiecal autorowi tego
artykutu jest zebranie wiedzy 1 dotychczasowych
osiggni¢¢ w dziedzinie kwaternionowej i oktonionowej
transformacji Fouriera oraz ich wykorzystaniu w analizie
systemow. Jest to tematyka, ktora dopiero niedawno si¢
pojawita i do tej pory poruszana byla bardzo rzadko. W
zwiagzku z tym wiele problemoéw pozostaje wcigz nieroz-
wigzanych. Dotyczy to w szczegdlnosci oktonionowe;j
transformaty Fouriera, ktora w literaturze jest praktycz-
nie nieobecna. Znanych jest jednak kilka podstawowych
wynikéw dotyczacych wtasno$ci tej transformaty, co
pozwala na wskazanie kierunku dalszych prac. Obecnie
prace sg nieco ulatwione, co jest efektem opracowania
odpowiednich narzedzi programistycznych do pracy w
algebrach hiperzespolonych, m.in. w srodowisku Mathe-
matica [2, 5] czy MATLAB. Rozwazaniom dotyczacym
wlasnosci oktonionowej transformaty Fouriera poswie-
cona jest czg$¢ koncowa.

Algebry hiperzespolone — kwaterniony,
oktoniony i liczby podwdjnie zespolone

Liczby hiperzespolone sa naturalnym uogdélnieniem liczb
zespolonych. Ich definicja oparta jest na iteracyjnej
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konstrukcji Cayley’a-Dicksona [3]. Algebry liczb hiper-
zespolonych to algebry rzedu 2N, gdzie N€N,, nad
ciatem liczb rzeczywistych R i kazda algebra rzedu 2"
powstaje z algebry rzedu 2" /. Idea, na jakiej opiera sie
konstrukcja Cayley’a-Dicksona to przedstawienie do-
wolnego elementu algebry rzedu 2V jako uporzadko-
wanej pary elementow algebry rzedu 2" /.
Podstawowa (i najmniejsza) algebrg Cayley’a-Dicksona
liczb hiperzespolonych jest cialo liczb zespolonych C.
Jest to algebra rzedu 2', a kazda liczbe zespolong
z=rotri'i  mozna przedstawi¢ jako par¢ liczb
rzeczywistych, tzn. z=(ry, r1). Dzialania w algebrze liczb
zespolonych s3 zdefiniowane w sposob naturalny i
doskonale znane, a mnozenie (przemienne, taczne i
rozdzielne wzgledem dodawania) wykonuje sig¢
pamigtajac jedynie o fakcie, ze i*=—1.
Algebra wyzszego rzedu (tzn. 2%) jest ciato nieprze-
mienne liczh kwaternionowych l. Kazdy kwaternion to
liczba postaci
g=rytroce e, trooenr, ..., r R,
gdzie e, e,, e, to kolejne jednostki urojone (oznaczane
zamiennie rowniez symbolami i, j, k), ktérych mnozenie
ma wlasnosci
e12=e22=e32=e1'e2~e3=—1. 2)

Kazdy kwaternion mozna zapisa¢ jako uporzadkowana
par¢ liczb zespolonych ¢ =(z,z), tzn. w postaci
q=z,tz e, gdziez =r +r e orazz =r,+tr,-e.
Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze mnozenie kwater-
nionow (w przeciwienstwie do mnozenia liczb rzeczy-
wistych i zespolonych) nie jest przemienne. Jest to
jednak dzialanie laczne, ponadto kazdy niezerowy
element tej algebry ma element odwrotny.
Warto zauwazy¢, ze z algebry H mozna wybraé cialo
liczb zespolonych na trzy sposoby [4], co bgdziemy
oznaczaé przez

CG={q€l:q=ry+r e +0-e+0-e,},

C={q€l:q=ry+0-e +r,-e,+0-e},

Ck={q€M:q=r,+0-e +0-e,+r, e}

Uzyskujemy tym samym, ze kazdy kwaternion to para
liczb zespolonych ¢ =(z;,z,), gdzie z,z €C; ale
mozemy zdefiniowa¢ algebr¢ kwaterniondow réwniez
jako algebre par liczb z C; lub €. W ten sposob mozemy
iden-tyfikowa¢ kwaterniony jako dwuwymiarowa
przestrzen zespolong Cy, (C‘j2 lub €. Ostatnia algebra
hiperzes-polona, ktora bedzie omowiona w tej pracy, jest
algebra oktonionéw O, tzn. algebra rzedu 2°. Sa to
liczby postaci

o=r,tr e tr,ce,tr e

troce,r, ..., ER,

w ktorych wystepuje az siedem roznych jednostek
urojonych. Tak jak wcze$niej, oktoniony mozna
przedstawi¢ wedle konstrukcji Cayley’a-Dicksona jako
pary kwaternion6w o0 =1(q,, q,), tzn. o=q,+q, e,

stre e troect

gdzie g, oraz g, to odpowiednie kwaterniony. Mnozenie

oktonionéw jest dziataniem do$¢ skomplikowanym,
opartym na zasadach podobnych do (2), jednak roz-
szerzonych o kolejne jednostki urojone. Tak jak mno-
zenie kwaternion6w, mnozenie oktoniondw nie jest
przemienne, jednak brakuje réwniez kolejnej wlasnosci,
tzn. tacznoscei. Jedyng wlasnoscia, ktora zachowata sie¢ w
procesie konstrukcji jest istnienie elementu odwrotnego
dla kazdego niezerowego oktonionu. Definicje mnozenia
w algebrze oktonionéw mozna zdefiniowaé w postaci
odpowiedniej tabeli (tabela 1) Ilub schematu, jednak
proces konstrukcji Cayley’a-Dicksona daje proste i
eleganckie formuly [3]. Sa one oparte na zapisie
elementu algebry hiperzespolonej jako pary elementow
algebry nizszego rzgdu. Niektore dzialania opisane za
pomocg tej konstrukcji zostaly przedstawione w tabeli 2.
Wszystkie te dziatania sg naturalnym uogolnieniem
dziatan znanych dla liczb zespolonych.

Podobnie jak w przypadku algebry kwaterniondéw, z al-
gebry oktonionéw mozna wyodrebni¢ siedem podalgebr
kwaternionowych (nieprzemiennych i lacznych), biorac
trzy jednostki urojone o indeksach (1,2,3), (1, 4,5),
(1,6,7),(2,4,6),(2,5,7),(3,4,7) lub (3, 5, 6). Algebre
oktonionéw mozna identyfikowaé wowczas z dwuwy-
miarowa przestrzenig kwaternionowi.

Tab.1. Mnozenie w algebrach Cayley’a-Dicksona — liczbach zespolonych, kwaternionach i oktonionach.

1 e e, e, e, e, € e
1 1 e e, e, e, € € e,
e € -1 e —e, e —e, —e, €
¢, ¢, € -1 €, € €, —-€, —€s
€, €, ¢, -, -1 ¢, —€ € —€,
¢, €, € —€ —€; -1 €, €, €,
€ € ¢, —€, € €, -1 —€; €,
€ € ¢, ¢, —€ -€, €, -1 -
¢, ¢, € € €, € -¢, €, -1
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Tab.2. Dziatania w algebrach Cayley’a-Dicksona, element X algebry rzedu 2" jest przedstawiony jako uporzadkowana para (X X))
elementow algebry rzedu 2V

dzialanie

definicja

dodawanie

(xoj xl) + (yoay]) = (x0+y0’ 'xl +y1)

element neutralny dodawania (0,0)

element przeciwny

—(xg X)) = (=X, x))

sprzezenie

(x()s xl)* = (x()*n _xl)

mnozenie

(g X)) - 0 V1) = (8 Vo =1* X, 1y - X T X 9p%)

element neutralny mnozenia (1, 0)

modut

2 24172
Il g X)) 1l = (g 17+ 1l x, (19

element odwrotny

(g ) = (g x)* || Gy ) I

Brak przemienno$ci juz w algebrze [l jest dos¢ duzym
problemem. Dlatego wprowadza si¢ algebrg, ktora
bedzie miata wlasnos$¢ przemiennos$ci — liczby podwajne
zespolone E (opisane m.in. w [7] oraz [4]). PierScien E
liczb podwdjnie zespolonych jest 4-wymiarowa prze-
mienng algebra nad ciatem liczb rzeczywistych R,
ktorego cztery elementy bazowe 1, i, j oraz k (lub
analogicznie 1, e, €, oraz e,) spetniaja wiasnosci

—ici=joj=kek=—(icjok)=—-1.
Wida¢ stad, ze E zawiera dwie podalgebry zespolone C; i
Cx oraz algebre liczb podwdjnych Dj, tzn. taka, ze
i°i=1. Liczby podwojne zespolone mozna zapisa¢ jako

O=rytr citr, jtry-k=c +t¢*ei,
gdzie:
o, =rytry ke, =r tr, Ke€C
Mnozenie w algebrze liczb podwojnych zespolonych jest
zdefiniowane w sposob podobny jak mnozenie w
algebrach Cayley’a-Dicksona, tzn. poprzez mnozenie par
liczb zespolonych. Niech R=d +d,*°i, wowczas
mnozenie ° definiujemy przez

O°R=(c,d +c,*d,*)+(c,d,* +¢,*d)) oL
Powyzsze mnozenie liczb zespolonych jest zwyczajnym
mnozeniem w algebrze liczb zespolonych. Widaé stad,
ze mnozenie w algebrze liczb podwojnych zespolonych
jest przemienne. Jest jednak za to cena — nie kazdy
niezerowy element algebry E ma element odwrotny,
pierscien E nie jest pierScieniem z dzieleniem. Mimo to,
dziatanie ° jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania.
Brak wlasnosci dzielenia wynika z faktu, ze modut
liczby podwojnej zespolonej wyrazamy przez

|| Q || = (((ro + rl)z + (7"2 - 7"3)2)((}’0 - r])z + (}"2 + 73)2))1/4$

a dzieli¢ wolno pod warunkiem, ze modut liczby jest
rézny od zera, tzn. nie jest spelniony jeden z dwoch
warunkow: r,==+r,, r, =¥ r,. Moga wigc istnie¢ liczby
nierowne zeru, lecz o module rownym zero, np. 1 +1i.
Algebre liczb podwdjnych zespolonych stosuje si¢ np. w
analizie maszyn elektrycznych do opisu uzwojenia
wirnika maszyny elektrycznej pradu zmiennego
uzwojonej symetrycznie, dwufazowo, przez ktora ptyna
prady sinusoidalnie zmienne [7].

15

Hiperzespolone transformaty Fouriera

Klasyczna transformata Fouriera, dla funkcji n zmien-
nych /4: R" — R dana wzorem
H[l(')] _ I]}gn h(X) e*i (w1x1 + ... + 0px,) dX,

gdzie:

X = (X5 0 X)),

o=(®,...,o),
znalazta liczne zastosowania w analizie systemow (a
ogolniej, w analizie rownan roézniczkowych zwyczajnych
i pewnych réwnan roézniczkowych czastkowych).
Uogolnieniem klasycznej (zespolonej) transformaty
Fouriera sa tzw. hiperzespolone transformaty Fouriera,
definiowane dla funkcji dwoch i trzech zmiennych [8].
Przyktadami, ktore wykorzystywaé¢ bedziemy w tej
pracy sa kwaternionowa transformacja Fouriera oraz
oktonionowa transformacja Fouriera.
Niech 4:R*— R bedzie funkcja dwoch zmiennych o
warto$ciach rzeczywistych. Kwaternionowa transformate
Fouriera (ang. Quaternion Fourier Transform — QFT)
funkc;ji / definiuje si¢ jako [4]:

Hljow, k&) = [§ 5 e 7 h(t, x) e ¥ dt dx. (3)
Prawdziwy jest rowniez wzor na transformatg odwrotna,
tzn.

h(t, x) = 1/(41%) [J o & Hljoo, k&) < do d&. (4)

Nalezy zauwazy¢, ze jest to jedna z mozliwych definicji
transformaty Fouriera, nazywana roéwniez dwustronng
kwaternionowg transformata Fouriera. Czgsto stosuje si¢
definicje transformaty jednostronnej (np. prawostronnej),
w ktorej mnozymy przez ¢ ' ¢ <, zamiast czynnikéw z
j oraz k. Na potrzeby tej pracy przyjmiemy jednak
reprezentacje¢ dang wzorami (3) i (4).
Transformate oktonionowa rozwaza¢ bedziemy dla fun-
kcji trzech zmiennych. Niech 4: R — R bedzie funkcja
trzech zmiennych o wartos$ciach rzeczywistych. Oktonio-
nowg transformat¢ Fouriera (ang. Octonion Fourier
Transform — OFT) funkcji 4 definiuje si¢ jako [8]:
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e e e
Hief, ef, efi] =l h(x,, x,, x;) e 12¥1%1 ¢ 22W22 & 233 iy dx, dx,

i mnozenie oktoniondw w powyzszej calce odbywa si¢
od lewej do prawej. Prawdziwy jest rowniez wzor na

transformat¢ odwrotna, tzn.

h(x,, X, x;) = ]]]]R} Hlef, ef,, ef] eC42T/33 o€22f2%) o€ 27f)x] df, df, df,.

Sposob definiowania obu rodzajow transformat jest
nieco inny (w definicji transformaty oktonionowej wys-
tepuja czynniki 27). Wynika to m.in. stad, ze QFT jest
stosowana w praktyce w wielu réznych (rownowaznych)
formach, podczas gdy wlasnosci OFT nie bylo dotad
analizowane.

Wiasno$ci kwaternionowej transformacji
Fouriera

Z punktu widzenia analizy systemow nalezy zajac sig
pewnymi wlasnosciami QFT. Sa to odpowiedniki
wilasno$ci znanych dla klasycznej transformaty Fouriera.
Niech F{f(t,x)} oznacza transformate Fouriera funkcji
fit,x). Kwaternionowa Transformata Fouriera ma
nast¢pujace wlasnosci [4]:
1. przesunigcie w czasie:

F{h(t—t,x)} = 1”0 Hljo, k],
2. skalowanie w czasie i przestrzeni:

F{h(at,x)} = H[jw/a, k&l /| a |,F{h(t, bx)} =

=H[jow, k&/b] /| b [;

3. pochodne czastkowe:

F{h(t, %)} = jo Hljo, kZ],

F{h(t,x)} = H[jo, k&] k&
Warto tutaj zwrdci¢ uwage na transformate pochodnych
czastkowych. W przypadku klasycznej dwuwymiarowe;j
transformaty Fouriera, transformata pochodnej miesza-
nej drugiego rzedu /,(¢, x) ma postaé

— w¢ Hliw, ic],
podczas gdy QFT daje

jo H[jo, k& KE.
Widzimy wigce, ze w przypadku klasycznej transformacji
Fouriera tracimy pewna informacj¢ o strukturze sygnatu
w dziedzinie czasu i przestrzeni — ta funkcja rownie do-
brze mogtlaby nie by¢ w ogole réozniczkowana. W przy-
padku kwaternionowej transformaty Fouriera wynik
jasno sugeruje, ze funkcja zostala zrdézniczkowana
wzgledem obu zmiennych. Z tej wlasnosci begdziemy
pozniej korzystac.

Kwaternionowa analiza systemow

Kluczowa wilasnoscig transformacji Fouriera, z jakiej
korzysta si¢ w analizie stacjonarnych systemow
liniowych jest dualno$¢ splotu i mnozenia. Stacjonarne
systemy (dwoch zmiennych) definiuje si¢ za pomoca
operatora splotu, ktory wiaze wejScie systemu z
wyjsciem rownaniem

w(t, z) =ﬂ gy Wt =17,z =) x(z, {) dr d(, (5
gdzie x jest sygnatem wejsciowym, y sygnatem wyjscio-
wym, a h jest tzw. odpowiedzig impulsowg (czasami
nazywang réwniez funkcjg Greena systemu). Prawdziwe
jest ponizsze twierdzenie, udowodnione w [4].
Twierdzenie 1. Operator splotu (5) ma kwaternionowa
transformat¢ Fouriera dang wzorem

Yjo, k] = Hjo, ke - (X[o, T+ X[, k) + Hjo, -k - (X [0, i+ X[o, ), (6)

gdzie

Xjo, k] =X [w, {1+ X [o, {1+ X[w, {] ) + X[, (] k

a X, Y oraz H s3a kwaternionowymi transformatami
funkcji, odpowiednio, x, y oraz h.
Transformat¢ Fouriera odpowiedzi impulsowej nazy-
wamy, tak jak w klasycznej teorii, transmitancja
systemu. Twierdzenie w tej postaci jest co najmniej
niewygodne do stosowania. Jesli jednak potraktujemy
uzyskany wynik jako element algebry liczb podwdjnych
zespolonych E , to otrzymamy prostszy rezultat, rowniez
pokazany w [4].
Whiosek 2. Rownos$¢ (6) mozna zapisaé za pomoca
mnozenia w algebrze E jako

Yjo, k] = Hjo, k&] ° Xjo, KE].
Powyzszy wniosek jest kluczowy z punktu widzenia
analizy systemow i ich polaczen, bowiem prawdziwe
pozostajg klasyczne wzory na transmitancje potgczenia
szeregowego i rownoleglego systemow, tzn.
1. potaczenie szeregowe:
Hljo, k&) = H [jo, k] ° H,[jo, k],
2. potaczenie rownolegle:
Hljo, k] = H [jo, k] + H,[jo, kS
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W przypadku systemOéw ze sprzezeniem zwrotnym
réwniez prawdziwy jest klasyczny wzor
Hljo, k& = (1 + H,[jo, k& ° H,[jo, k&)™ H [jo, k],
poniewaz algebra E nie jest algebra z dzieleniem, to
podana odwrotno$¢ moze nie istnie¢. Nie wszystkie
dwuwymiarowe stacjonarne systemy liniowe moga by¢
reprezentowane za pomoca dwuwymiarowego splotu.
Zajmijmy si¢ jednak dwoma konkretnymi przyktadami,
zadanymi za pomocg réwnan  rozniczkowych
czastkowych.
Przyklad 3. Rozwazmy niejednorodne réwnanie falowe
z zerowymi warunkami poczatkowymi [4]:

ut, X) — Cun(t, x) = ft, x),u(0, x) =0, u,0,x)=0.
Niech f{t, x) =cos wt - cos {&x bedzie dwuwymiarowym
pobudzeniem sinusoidalnym. Chcielibysmy dowiedzie¢
sig, przy jakich czestotliwosciach pobudzenia sinusoidal-
nego powyzszy system bedzie niestabilny, tzn. rozwia-
zanie rownania bedzie nieograniczone.
Klasyczna teoria réwnan rézniczkowych czgstkowych
méwi nam, ze rozwigzanie powyzszego problemu dane
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jest wzorem d’ Alemberta:

w(t, )= 1120 [, 1" fis, y) dy ds,
gdzie

a=x—c(t—s)ib=x+c(t—y5s),

co po wstawieniu funkcji sinusoidalne;j
At,x)=coswt-coséx 1 wykonaniu duzej iloSci
skomplikowanych obliczen daje wynik

u(t, x) = 2/(w* — &) cos & - sin ((¢é — w)t/2) -

- sin ((¢& + w)t/2).

Widzimy zatem, ze rozwiazanie jest nicograniczone, gdy
cE=o
Spojrzmy teraz na powyzszy problem od innej strony,
obliczajac kwaternionowa transformat¢ Fouriera tego
réwnania. Zauwazmy, ze QFT funkcji u,(, x) jest rowna
(jo)*Uljo, k&], natomiast funkcji u(f, x) jest rowna
Uljo, k&) (k&)*. Wowcezas mozemy rownanie falowe
zapisa¢ w postaci

U[jws ké] = (0252 - w2) ﬂjw» kﬂ
i powyzsze rownanie jest osobliwe, gdy & =
OtrzymaliSmy wiec identyczny wynik, jednak przy duzo
mniejszym naktadzie pracy.
Powyzszy przyktad pokazuje, ze kwaternionowe
przeksztatcenie Fouriera mozna stosowaé do tego typu
probleméw, jednak warto zauwazy¢, ze zaprezentowane
podejscie niczym nie rozni si¢ od znanej klasycznej
transformacji Fouriera. Korzysci, jaki daje nam QFT
pokaze ponizszy przyktad.
Przyklad 4. Rozwazmy niejednorodne hiperboliczne
ré6wnanie  rézniczkowe czastkowe z  zerowymi
warunkami poczatkowymi [4]:

Au,(t, x) + Bu,(t, x) + Cuy(t, x) = ft, x),u(0, x) = 0,

u(0,x)=0.
Podobnie jak w przyktadzie 3, niech f{¢, x) bedzie dwu-
wymiarowym pobudzeniem sinusoidalnym jak wyzej i
badamy, przy jakich czgstotliwosciach pobudzenia

1. przesunigcie w czasie:

powyzszy system stanie si¢ niestabilny.
Zacznijmy tym razem od kwaternionowej transformacji
Fouriera. Mozna pokaza¢, przeprowadzajac prosty
rachunek w algebrze liczb podwdjnie zespolonych, ze
QFT funkcji u,(¢, x) ma postaé

(jo) Uljo, k] (k&) = (iwd) » Uljo, k<]
Woweczas badane rownanie rozniczkowe sprowadza si¢
do réwnania algebraicznego

(- 0’4 +i0éB — EC) » Uljo, k] = Fljo, k&,
czyli

Uljo, ké] = (iBoé - (4o’ + C&) ™" o Fljo, ke,
o ile powyzsza odwrotnos$¢ istnieje. Okazuje sig, ze po-
wyzsza odwrotno$¢ nie bedzie istniata (czyli odpowiedz
systemu bedzie nieograniczona) doktadnie wtedy, gdy

Aw’ + Boé+ CE =0,
co daje doktadnie cztery mozliwosci.
Aby uzyska¢ ten wynik w sposob klasyczny, nalezy
ponownie zastosowa¢ wzor d’Alemberta przy odpo-
wiedniej zamianie zmiennych (dla réwnania hiperbol-
licznego). Prowadzace do wyniku obliczenia sa jednak
skomplikowane 1 zostang pominigte W tej pracy.
Zainteresowanych odsytamy do literatury [9].

Wiasno$ci oktonionowej transformacji Fouriera
i mozliwosci zastosowania

W  przypadku oktonionowej transformaty Fouriera,
sytuacja jest bardziej skomplikowana. Do tej pory w
literaturze nie ukazaly si¢ odpowiedniki wlasnosci
znanych dla kwaternionowej transformaty Fouriera,
jednak w wyniku prac autora zostaly one wykazane.
Niech F{f{t,x,, x,)} oznacza transformat¢ Fouriera
funkeji f(Z, x|,
ma nast¢pujace wlasnosci:

x,). Oktonionowa transformacja Fouriera

F{h(t -1ty x, x,)} = cos 2nfi, Hle [, e,S, e,,] —sin 2nfi Hle [, — e, ,— e ] e;

2. przesunigcie w przestrzeni:

F{h(t,x, —x, x,)} = cos 2n¢ x, H[e,f, e ¢, e,{,] — sin 2ng\x He [, e,{, —e,C] - e,
Fih(t, x|, x,—x,)} = cos 2n,x, Hle f, e,C,, e,C,] —sin 2nl,x, Hle,f, e, ,5,] - €,

3. pochodne czastkowe:
Fihft, x,, x))} =2nf Hle f,— e, —ec] e,
F{hxl(ts Xl, xz)} = 27‘551 H[elf; ezf]: - 6452] ' ez,
Fih(t, x, x,)} =2ns, Hle f, e, el - e,
Nalezy zwroci¢ uwage na ciekawa wlasnosé. Wszelkie
operacje wykonywane w odniesieniu do pierwszej
zmiennej powoduja, ze w wyniku pojawia si¢ sktadnik
zalezny od drugiej i trzeciej zmiennej ze zmienionym
znakiem. Gdy wykonujemy operacje wzgledem drugiej
zmiennej, w wyniku otrzymujemy sktadnik zalezny od
trzeciej zmiennej ze zmienionym znakiem. Z kolei
operacje wykonywane na trzeciej zmiennej nie powoduja
zmiany znakéw zmiennych i mamy pelng analogi¢ do
transformaty kwaternionowe;j (czy tez klasycznej).
Warto przy tym zauwazyé, ze zaleznoSci wigzace
transformate oktonionowg dla ujemnych argumentow z
transformatg dla argumentéw dodatnich s3 juz réwniez
znane. W szczego6lnosci prawdziwe jest Twierdzenie o

symetrii [1]:

Hlef,— e, e8] = (a5 oy o)(H[e f, €<, e,5))

Hlef e, —el]=(a;°a,°0)(Hef e, el]),
gdzie:

al.(o):—elxo ‘e, dlai=1,...,7,
sa inwolucjami, a ° oznacza zlozenie funkcji. Z
powyzszych wzoréw wynika rowniez, ze
H[elf’ - ezé:l’ - e452] - ((17 O ° U“I)(H[elf’ eZé:l’ e4§2])'

Nierozwigzanym problemem w oktonionowej analizie
systemow pozostaje dualno$¢ splotu i mnozenia. Na
chwile obecng nie sg znane zadne wzory na transformatg
oktonionowa splotu dwoch funkcji trzech zmiennych. Ze
wzgledu na problemy z wlasnosciami pochodnych
(konieczno$¢ brania wartosci transformaty dla ujemnego
argumentu) utrudnione wydaje si¢ by¢ réwniez anali-
zowanie réwnan rozniczkowych czastkowych. Problem
znika jedynie w przypadku rownan drugiego rzedu (gdy
nie pojawiaja si¢ sktadniki pierwszego rzedu), jednak ten
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przypadek nie wydaje si¢ interesujacy, bo sprowadza sig¢
do analizy z wykorzystaniem klasycznej transformaty
Fouriera. Wcigz jednak prowadzone sg prace w tym
zakresie.

Podsumowanie

Przedstawione w tym artykule algebry hiperzespolone
oraz odpowiedniki transformat Fouriera w tych al-
gebrach daja nowe spojrzenie na zagadnienia zwigzane z
analiza stacjonarnych systeméw liniowych i réwnan

roézniczkowych czastkowych. Na przykladzie uzycia
kwaternionowej transformaty Fouriera widaé, ze pewne
obliczenia znacznie si¢ upraszczaja, nawet mimo tego,
ze rozpatrywane sg bardziej zlozone obiekty, tzn.
kwaterniony. W przypadku funkcji trzech zmiennych i
transformaty oktonionowej sytuacja jest bardziej
skomplikowana, jednak wstepne wyniki sugeruja, ze
pewne rezultaty dotyczace rownan rézniczkowych moga
zosta¢ osiagnigte, jednak pozostaje to wciaz w sferze
dalszych badan.
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